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Practica Calificada N°1 de
Métodos Numéricos para Ecuaciones Diferenciales Parciales (CM 032 A)

La préctica calificada comprende la entrega (formato report) y la exposicién (formato beamer) de la resolucion
de los ejercicios siguientes. Fecha de entrega: lunes 13 de abril de 2026 a las 16 horas. Referencia: [2].

Aproximaciones de diferencias finitas

1.

Un enfoque para derivar formulas de diferencias para aproximar derivadas es el método de coeficientes
indeterminados. Supongamos que f es una funcién suave en R. Sea h > 0. Determine los coeficientes a,
by c de modo que

af (x+h)+0f (z) +cf (x—h)

es una aproximacion de f (x) con un orden como lo mas alto posible; es decir, elija a, b y ¢ tales que

laf (x+h) +0f () +cf (x—h) = f ()| <O (hP).

. Haz el mismo problema del Ejercicio 1 con f’ (z) reemplazado por f' (x).

. ¢Es posible utilizar

af (x+h)+bf(x)+cf(x—h)

con coeficientes elegidos adecuadamente para aproximar '/ (x)? ;Cuéntos valores de funcion se nece-
sitan para aproximar f'" (x)?

Para el problema del valor inicial de la ecuacién de onda unidireccional

ot
u=f enR x {t =0}.

ou ou
{_aaerf en R x (0,00). (1)

Donde a € R es una constante, deriva alguna diferencia esquemas basados en varias combinaciones de
aproximaciones en diferencias de la derivada temporal y la derivada espacial.

La idea del esquema de Lax-Wendroff para resolver el problema del valor inicial (1) del Ejercicio 4 es el
siguiente. Comience con la expansion de Taylor

ou h? 0%
U (xj,th) ~U (:Uj,tm) + hta (xj,tm) + ?tﬁ (:Ej,tm) . (2)
De la ecuacién diferencial tenemos
ot ox

0%u ,0%u of Of
— =a a
ot? Ox
Utilice estas relaciones para reemplazar las derivadas del tiempo en el lado derecho de (2). Luego reemplace
la primera y segunda derivadas espaciales por diferencias centrales. Finalmente, reemplace 3 por una

diferencia central y % por una diferencia directa. Siga las instrucciones anteriores para derivar el esquema
de Lax-Wendroff para resolver (1).
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6. Dar esquemas hacia adelante, hacia atras y Crank-Nicolson para el problema de valor inicial frontera

ou 0%u 0%u

n :V1@+V2873J2+f(x’y’t> en (0,a) x (0,b) x (0,7).

u=gq en {0} x [0,b] x [0,7T7].
lu=g, en {a} x [0,0] x [0,T].

U =g en [0,a] x {0} x [0,T7].

u =g, en [0,a] x {b} x [0,T].

u = ug en [0,a] x [0,b] x {t =0}.

Aqui, para los datos dados, vy, 15, a, b, T' son nimeros positivos, y f, g;, 9,, g, 9;» ¥y son funciones
continuas de sus argumentos.

7. Considere el problema del valor inicial frontera de una ecuacién hiperbdélica

2 2
%:V%—&—f@,t) en (0,a) x (0,7).
u=g; en {0} x [0,7].
N u=9go en {a} x [0,T].
U = ug en [0,a] x {t =0}.
gu — y, en [0,a] x {t =0}.

Aqui, para los datos dados, v, a, T' son nimeros positivos y f, g;, 9o, %, Vg son funciones continuas de sus
argumentos. Analice como formar un esquema de diferencias finitas razonable para resolver el problema.

Teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer

1. Demuestre que el subespacio

VO:—{UEV

esdensoenV := {v e C([0,7]) | v(0) =v(mw) = 0}.

v (x) :Zajsen(jx),aj ER,nGN}

J=1

2. Analice el esquema de Crank-Nicolson para el problema (3)

2

% = I/% en [0,7] x (0,7).

u =y en [0, 7] x {t =0}. (3)
u=0 en {0,7} x [0,T7].

3. Considere el esquema hacia adelante para resolver el problema de muestra (3). Demuestre que ||C' (At)|| =
1 —2r|4+2r,yr < % es una condicién necesaria y suficiente para estabilidad y convergencia.

Mas sobre convergencia y estabilidad

1. Sea{a,b,c} C R con bc > 0. Demuestre que los valores propios de la matriz

a ¢ 0 - 0

b a ¢ - 0
Q=10 b - - 0| eRVN

: a ¢

0 0 b a
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son

Jm ‘
)\j:a+2\/%cos<N+1), 1<j5<N.

Sugerencia: Para el caso no trivial bc # 0, escribe

Q =al + VbeD 'AD

C

. . 2 N e
con D es una matriz diagonal con elementos diagonales /%, (/). ..., (1/%) .y A es la matriz tridia-
gonal con ceros en la diagonal y unos en la superdiagonal y subdiagonal,

01 0 - 0
10 1 -
A=10 1 = ~ 0 eRVN
0 - 01
0 - 0 10

Luego encuentre los valores propios de A siguiendo la definicién del problema de valores propios y re-
solver un sistema de diferencias para componentes de vectores propios asociados. Un enfoque alternati-
vo es relacionar la ecuacidn caracteristica de A a través de su formula de recursividad a polinomios de
Chebyshev del segundo tipo [1, pag. 447].

. Proporcione un anélisis de convergencia para el esquema de Crank-Nicolson para el problema (4)

m m—1 m m m m—1 m—1 m—1

vt — v, =20 0T ) 4 (VT = 20T 4ol m—1

J 7 :I/( J+1 j J 1) (23+1 j 7—1 ) +f 27 1£]§Nw_171§m£Nt
h, 2h2 J

vyt =vy =0, 0<m <N,

vy = (2;) 0<j<N,.

(4)

ennorma |-, , aplicando el siguiente Teorema 1, como se hace para los esquemas hacia adelante y hacia
RAR 4

atras en los ejemplos.

Teorema 1. Supongamos que el esquema (5) es consistente y estable.

vl = Qvm + h,g™, 0<m<N,—1,
) (5)

v’ = u,.

Entonces el método es convergente. Ademas, si la solucién u es lo suficientemente suave como para que

se cumpla
sup 7] < e (B 4 7). ©)

m:mh, <T
entonces tenemos la estimacion del error

sup  [u™ —v™| < e (hR + hy?).
m:mh,<T

. Los esquemas hacia adelante, hacia atras y Crank-Nicolson son casos particulares de una familia de es-
quemas de diferencias llamados métodos de punto medio generalizados. Sea 6 € [0, 1] un parametro.
Entonces, para el valor inicial / frontera

d 0?

ai;:yai;;—i-f(x,t) en (0,7) x (0,7).

u=0 en {0,7} x (0,7). )
U = U en (0,7) x {t =0}.
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un esquema de punto medio generalizado es

— 207"+t vt — 20l ol

m

: htJ = v h2 +r(1-6) =5 iig =+ 1<j<N,—1,1<m<N,.
0fm +(1—0) f7 7,

vy =vy =0, 0<m< N,

vgzuo(a;j), 0<j<N,.

(8)

Demuestre que para 6 € [3,1], el esquema es incondicionalmente estable en las normas Il v Il

para 6 € [0, 1), el esquema es condicionalmente estable en la norma I, si2(1—20)r <1 yestees

condicionalmente estable en la norma || _ si2(1—6)r < 1. Determinar los 6rdenes de convergencia
de los esquemas.

Sugerencia de lectura adicional

Mas detalles sobre el anélisis tedrico del método de diferencias finitas, por ejemplo, tratamiento de otro
tipo de condiciones de frontera, dominios espaciales generales para problemas de dimension espacial superior,
aproximacion de problemas hiperbdlicos o elipticos, se pueden encontrar en varios libros sobre el tema, por
ejemplo [8]. Para el método de diferencias finitas para problemas parabdlicos, [9] es un anélisis de encuesta en
profundidad. Otro enfoque popular para desarrollar métodos de diferencias finitas para problemas parabdlicos
es el método de las lineas; vea [1, pag. 414] para una introducciéon que analiza algunos de los métodos de
diferencias finitas de este capitulo. El libro [4] proporciona una cobertura completa de métodos de diferencias
finitas de alto orden para EDPs dependientes del tiempo.

Para problemas de valor inicial / frontera de ecuaciones de evolucion en alta dimension espacial, la estabi-
lidad de un esquema explicito generalmente requiere que el tamafio del paso de tiempo sea prohibitivamente
pequefio. Por otro lado, algunos esquemas implicitos son incondicionalmente estables y el requisito de esta-
bilidad no impone restricciones sobre el tamarfio del paso temporal. La desventaja de un esquema implicito es
que en cada nivel de tiempo es posible que necesitemos resolver un sistema algebraico de muy gran escala. La
idea de la técnica de separacion de operadores es dividir el calculo de cada paso de tiempo en varios subpasos
de modo que cada subpaso esté implicito solo en una variable espacial y al mismo tiempo se mantenga una
buena propiedad de estabilidad. Los esquemas resultantes se denominan métodos de direcciones alternadas o
métodos de pasos fraccionario. Véase [7, 10] para discusiones detalladas. Muchos fenémenos fisicos se descri-
ben mediante leyes de conservacién (conservacion de masa, momento y energia). Los métodos de diferencias
finitas para las leyes de conservacién constituyen un area de investigaciéon grande. El lector interesado puede
vea [5]y [3].

Los métodos de extrapolacion son medios eficientes para acelerar la convergencia de soluciones numéri-
cas. Para métodos de extrapolacion en el contexto del método de diferencias finitas, vea [6].

1. Investigue sobre uno de los métodos de investigacion, explique su idea principal, y discuta sus ventajas y
limitaciones. Algunos ejemplos de métodos de investigacién incluyen:

= Métodos de extrapolacion para acelerar la convergencia de esquemas de diferencias finitas.

s Métodos de direcciones alternadas para resolver problemas de valor inicial / frontera de ecuaciones
de evolucién en alta dimension espacial.

» Método multigrid para resolver sistemas lineales de gran escala que surgen de esquemas implicitos.

» Métodos de precondicionamiento iterativo para resolver sistemas lineales de gran escala que surgen
de esquemas implicitos.

= Método de lineas para resolver problemas de valor inicial / frontera de ecuaciones de evolucién.

= Método de separacidén de operadores para resolver problemas de valor inicial / frontera de ecuaciones
de evolucién.

Pagina 4 de 5



s Método de paso fraccionario para resolver problemas de valor inicial / frontera de ecuaciones de
evolucion.

= Método de diferencia finita para la ecuacion de Burgers.
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