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Aproximaciones de diferencias finitas

El método numérico de diferencias finitas es universalmente aplicable para la solucién de ecuaciones diferenciales.

La idea bisica es aproximar los cocientes diferenciales por un cociente de diferencias apropiado, por lo tanto, reducimos una
ecuacién diferencial a un sistema algebraico.

Siu: R —» R es 4-veces diferenciable, x € R y h > 0, entonces las siguientes aproximaciones de diferencias finitas son
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Ahora usemos estas férmulas de diferencias para formular algunos esquemas de diferencias para un ejemplo de problema de
valores iniciales y de contorno para una ecuacién del calor.

Ejemplo

Considere el siguiente problema de valor inicial / frontera

ou _ d%u ; Q 05
. E—vw+f(x,) en (0,7) x (0,T).
(1) u=0 en {0,71} x (0,T).

U =1y en (0,7t) x {t =0}.

Aqui v > 0 es una constante dada, f y 1, son funciones continuas.

Para desarrollar un método de diferencias finitas, necesitamos introducir puntos de cuadricula. Sean N, y N; nimeros enteros

T
positivos, i, = i, hy = Ty definir los puntos de particién

Ny

% =jh, j=01,..,N,.
ty=mhy,  j=0,1,..,N,.

Un punto de la forma (x]-, t,,,) se llama punto de cuadricula y estamos interesados en calcular valores de solucién aproximados en
los puntos de la cuadricula.
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Usamos la notacién o} para una aproximacién a ' = u (xf, tm) calculado a partir de un esquema de diferencias finitas. Escribe
e (x- t ) = vhy Entonces podemos incorporar varios esquemas. El primer esquema es
i jrim Y - hz . P P q - p q

X

ol gy gl 4 ot
1 —1 )
4 Loyt L ifm 1<j<N,—1,0<m<N,—1
(2) ht h% J i
v(’)":v}(}xzo 0<m<N;,.
0_ .
v; _uo(xj), 0<j<N,.

Este esquema se obtiene discretizando la ecuacién diferencial (1) en x = x; y t = t,,, reemplazando la derivada temporal con una
diferencia directa y la segunda derivada espacial con una diferencia centrada de segundo orden. De ahi que se le llame esquema
hacia adelante en tiempo y centrado en espacio. La ecuacién de diferencias (2) se puede escribir como
m+1 _ 1 m m m 9
ot = (1—2r)vj +r(v].+1 +vj71)+htfj , 1<j<N,-1, 0<m<N,-1
Por lo tanto, una vez que se calcula la solucién en el nivel de tiempo t = t,,, la solucién en el siguiente nivel de tiempo ¢ = t,,, 1 se
puede encontrar explicitamente. El esquema hacia adelante (2) es un método explicito.
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Alternativamente, podemos reemplazar la derivada temporal con una diferencia hacia atrds y todavia use la diferencia centrada de
segundo orden para la segunda derivada espacial. El esquema resultante es un esquema hacia atrds en el tiempo de espacio
centrado:

ot —opml ol -2 4
+1 -1 :
! htf =yt hé J +f", 1<jSN,-1,0<m<N, -1
3 X
() Ug’:z;;\’;‘:()/ OSmSNt.
v}):uo(xj), 0<j<N,

La ecuacién en diferencias (3) se puede escribir como
A+2not —r(on, +o, ) =0+ hf", 1<j<N,—-1, 1<m<N,

que se complementa con la condicién de frontera de (3). Por lo tanto, para encontrar la solucién en el nivel de tiempo t = t,, a
partir de la solucién en t = t,, 1, necesitamos resolver un sistema lineal tridiagonal de orden N, — 1. El esquema hacia atris (3) es
un método implicito.

En los dos métodos anteriores, aproximamos la ecuacién diferencial en x = x; y t = t,,,. También podemos considerar la ecuacién
diferencialenx = x;yt =1, 15 aproximando la derivada del tiempo por una diferencia centrada:

ou (%), tur) = 1 (%, t1)
E ("f’ tm*%) = Tty :
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Ademds, aproxima la segunda derivada espacial por la diferencia centrada de segundo orden:

’

Py ( u (xj, tm) —2u (x]-, tm_%) +u (xj, tm_l)
x;, t ) =~

’ — =
ox2 \ " 'm—3 h2

y luego aproximar los valores de mitades de tiempo medio por promedios:

1
0 (5rtg) = 5 b))

etc. Como resultado llegamos al esquema de Crank-Nicolson:

m __ om—1 m o 1 m—1 m—1
vt =05 V(JH 20 +ouil )+(]+1 2vj +vj71)

= = i +f72, 1<jSNy—1,1<m<N,
(4) . Im X
UO:va:O, 0<m<N;.
v?:uo(xj>, 0<j<N.

Aqui f].m i =77 ( Xt ) que puede ser reemplazado por (f M 1) /2. La ecuacién en diferencias (4) se puede reescribir
como

;
<1+r)v;."—§(]+1+v'"1)_<1—r>vm1+2("11+z;m 1) +hf 2, 1<j<N,—1, 1<m<N,

Vemos que el esquema de Crank-Nicolson también es un método implicito y en cada paso de tiempo necesitamos resolver un
sistema lineal tridiagonal de orden N, — 1. Los tres esquemas derivados todos arriba parecen aproximaciones razonables para el
problema de valor inicial frontera (1).
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Considere un sistema lineal tridiagonal expresado en la forma Ax = d

by ¢ O 0 0 X dy
a by ¢ 0 : X dy
0 a3 by ¢ 0 x3 | _ | ds
) 0o 0 - 0 O O
0 -1 bn—l Cn—1||*n-1 dn—l
0o - 0 0 a, b, X, d,

Este sistema lineal se convierte en forma triangular superior. Ux = d’ donde la diagonal principal solo contiene unos (1’s).
Considere la fila 1 de la ecuacién (5)

bixy 4+ c1xp =dy.
Divida por by para que la diagonal principal sea igual a 1:

Seaicii= % yd; = %, entonces
X1+ cjxp =4dj.
Considere la fila 2 de la ecuacién (5)
5X1 + byXy + CoX3 = dy.
Elimina x; usando a, multiplicado por la ecuacién (5)
apXy + boXo + Coxg — ay (X1 + €1 X)) = dy — apd,.

(bz = llzCll) Xy + CoX3 = dz = ﬂzd’l.
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Divida por b, — ayc} para que la diagonal principal elemento es igual a 1

C dy — ayd;
X+ X3 = o
by —aycy by —aycy

/
C2 ,_ dy—apdy

Seac, = —=— yd, = ————, entonces
2 bz—azc’lyz by —ayc)’

a5c

Xy + Xz = dy.
Considere la fila 3 de la ecuacién (5)
azxy + baxz + c3x4 = dj.

Elimina x, usando a3 multiplicado por la ecuacién (5)
3%y + b3xs + c3xq — a3 (o + chxs) = d3 — azds.
(b3 — a3ch) x3 + caxy = d3 — azds.
Divida por b3 — a5¢), para que la diagonal principal elemento es igual a 1

c3 ds —azd;
X3+ TXg = T
bz —ascy by —ascy

c dy — asd;
73, yd; = 7,2, entonces
by — asc), by — azc)

X3+ caxy = dj.
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Considere la i-ésima fila de la ecuacién (5). Usando un método similar al que se muestra para las filas 2 y 3 arriba, la i-ésima fila se
puede escribir como

/ o
(6) X+ CiXiyp = dj.
Donde
o= Ci
i = T
by —aic;_4
‘
gl = d; —a;d;_,
P b —acl
i i~i—1

Finalmente, considere la enésima fila de la ecuacion (5)
a,X,_1 +byx, =d,.
Elimina x,,_; usando a,, multiplicado por la ecuacién (6).
ayXp_q + bnxn — Ay (xn—l + C;l—lxn) = dn - and’n—l'
(bn - ancil—l) Xy =dy, —ayd,_,.
Divida por b, — a,,c,,_; para que el elemento de la diagonal principal sea igual a 1.

'
drl - andn—l

7

Xp = o
b, —ac,_,

En resumen, el sistema lineal tridiagonal (5) se convierte en forma triangular superior Ux = d’, donde U es una matriz tridiagonal
con 1’s en la diagonal principal, ¢;’s en la diagonal superior y 0’s en la diagonal inferior.
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Los elementos de U y d’ se calculan usando las siguientes férmulas de recurrencia:

Go8, gt
1 blf 1 bl’
C,
7 1
C=——F7 n.
4 T ’
b,»—a,»c,;]

Una vez que el sistema est4 en forma triangular superior, podemos resolver x usando sustitucién hacia atrés:
Xy = d;r
X =d;—cxyy, i=n—-1n-2,..,1.

La ecuacién matricial ahora se puede expresar en la forma Ux = d'.

1 ¢¢ 0 - 0 0 X1 d}

0 1 ¢ 0 - : X d;

0 0 1 ¢ O 0 X3 | _ | d5
(7) 0O 0 . .o 0 : - :

: : 0 0 1 ¢ q|[xn-1 el

o - 0 0 O 1 X, d;,

Una vez que el sistema estd escrito en forma triangular superior, la solucién de x se puede encontrar mediante sustitucién hacia
atrds. Comenzando con la n-ésima fila de la ecuacién (7) la solucidn para x,, es d;,.

X, = dy,.
Considere la i-ésima fila de la ecuacién (7) cuandoi=n—1,n-2,...,1:

o
X =di — CiXpyg.
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El algoritmo de Thomas se escribe de la siguiente manera.

e Calcule los coeficientes modificados ¢’ y @’ usando las férmulas de recurrencia.

i ;7 i 7
b —ac;_; b, —aic;_;

® Calcule la solucién x usando sustitucién hacia atrs.

X, =dy,
S h =g, 28— 1R=2Z0m,lk
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